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Opérations sur les variables aléatoires Transformation affine

Variables Aléatoires

Définition 1 : (transformation affine)

Soit X une variable aléatoire discreéte prenant ses valeurs dans
{x1; x2; - -5 x,,}. Soit a et b deux nombres réel.

La variable aléatoire Z=aX+b est la variable aléatoire qui prend

pour valeur :

Zi=axi+b

pour tout i allant de 1 a n.
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Opérations sur les variables aléatoires Transformation affine

Variables Aléatoires

Exemple :

a. On lance un dé a 6 faces. Si on a un multiple de 3, on gagne 3 points; siona 1,
on perd 10 points ; sinon on a 0 points. Donner la loi de probabilité de la variable
aléatoire X associée au gain de ce jeu.

b. On multiplie maintenant les gains du jeu précédent par 2 et on perd un point a
chaque lancé. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire Z associée au
gain de ce nouveau jeu.
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Opérations sur les variables aléatoires Transformation affine

Variables Aléatoires

Exemple :

a. On lance un dé a 6 faces. Si on a un multiple de 3, on gagne 3 points; siona 1,
on perd 10 points ; sinon on a 0 points. Donner la loi de probabilité de la variable
aléatoire X associée au gain de ce jeu.

X; -10 0 3
{(X=x} | {1} | {245} | {3,6}
P; 1/6 3/6 2/6

b. On multiplie maintenant les gains du jeu précédent par 2 et on perd un point a
chaque lancé. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire Z associée au
gain de ce nouveau jeu.

i = 2x,~ -1 —19 -1 5
{Z:Zi} {l} {2’495} {3’6}
P; 1/6 3/6 2/6
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Opérations sur les variables aléatoires Espérance et variance d’'une transformation affine

Variables Aléatoires

Propriété 1 : (espérance et variance d’une transformation affine)

Soit X une variable aléatoire.
Soit a et b deux réels.

E(aX +b) =aE(X)+b

V(aX +b) = V(aX) = a*V(X)

o(aX+b) =aoc(X)
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Opérations sur les variables aléatoires Espérance et variance d’une transformation affine

Variables Aléatoires

Exemple : Calculer I’espérance, la variance et 1’écart-type
des deux exemples de la définition 1.
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Opérations sur les variables aléatoires Espérance et variance d’'une transformation affine

Variables Aléatoires

Exemple : Calculer I’espérance, la variance et I’écart-type
des deux exemples de la définition 1.

1 3 2 4

a. EX)= —x( 10) + = X0+6X3__§

V(X) = E((X - E(X))?) = E(X?) - (E(X))°

2
:lX100+§xO+gX9_(_i) 59 16 161

6 6 6 3 3 9 9
a(xpng
b. Z=2X-1 = E(aX+b)= 2E(X)—1—2><(—%l)—1——13—1
2«/F

Z=2X-1= V(Z2)=22xV(X)=4V(X) = o(2) =
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Opérations sur les variables aléatoires Espérance et variance d’une transformation affine

Variables Aléatoires

Démonstration :

E(aX+b)=Zp,~(ax,-+b)=aZpl~x,~+pr,-=aE(X)+b O
i=1 i=1 i=1

V(aX) = Zp, (ax; — E(aX))? = Zp, (a x; — 2ax; E(aX) +E2(aX))

= Zpl (a X; — 2a%x; E(X) +a2E2(X)) =d’ Zp, (x - 2% E(X) +E2(X))
i=1

=d Zpi (xi—EX) =d’E(X) D

i=1

V(X +b) = Zp,(x,+b E(X+b))* = Zp,(x,+b E(X) - b)?
1—1 i=1

= Zpi (5 -EX)=V(X) o
i=1
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Opérations sur les variables aléatoires Somme de deux variables aléatoires

Variables Aléatoires

Définition 2 : (somme de deux variables aléatoires)
Soit X et Y deux variables aléatoires.

La variable aléatoire S=X+Y est la variable aléatoire qui prend
pour valeur les sommes des valeurs possibles de X et de Y.
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Opérations sur les variables aléatoires Somme de deux variables aléatoires

Variables Aléatoires

Exemple :

X est associée au lancé d’une piece ol I’on gagne 1 point sur Pile et on perd 1 point
sur Face.

Y est associée au lancé d’un dé tétraédrique ou I’on gagne autant de points que le
nombre sorti.

Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire S = X + Y
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Opérations sur les variables aléatoires Somme de deux variables aléatoires

Variables Aléatoires

Exemple :

X est associée au lancé d’une piece ol I’on gagne 1 point sur Pile et on perd 1 point
sur Face.

Y est associée au lancé d’un dé tétraédrique ou I’on gagne autant de points que le
nombre sorti.

Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire S = X + Y

si | 0 1 2 1314715

P | /s | 1/8 | 2/s | 2/s | 1/s | 1/

{(S=0}={X=-1ETY=1} = P(S=0)=P(X=-1)xP(Y=1) = %;ﬁg
{§=2}={(X=1ETY=1) OU (X=-1ETY = 3)}:,p(s—1)-% %
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Opérations sur les variables aléatoires Espérance et variance d’une somme

Variables Aléatoires

Propriété 2 : (espérance et variance d’une somme)

Soit X et Y deux variables aléatoires.

E(X+Y) =EX) +E(Y)

Si les variables X et Y sont indépendantes :

V(X+Y)=V(X)+V(Y)
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Opérations sur les variables aléatoires Espérance et variance d'une somme

Variables Aléatoires

Exemple : Calculer I’espérance, la variance et 1’écart-type
de I’exemple de la définition 2.
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Opérations sur les variables aléatoires Espérance et variance d'une somme

Variables Aléatoires

Exemple : Calculer I’espérance, la variance et 1’écart-type
de I’exemple de la définition 2.

ES)=EX+Y)=EX)+E(Y) =0+§=—

X et Y sont indépendantes donc :

V(S)=V(X+Y):V(X)+V(Y)=1+§=§

o (S) = V(S) = >

2
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Opérations sur les variables aléatoires Répétitions identitiques et indépendantes

Variables Aléatoires

Propriété 3 : (répétitions identiques et indépendantes)

Soit n répétitions identiques et indépendantes d’une méme expérience
aléatoire et X une variable aléatoire sur cette expérience.

Soit X1, X5, ....X, les variables aléatoires (de méme loi de probabilité que X)
associées a chacune de ces expériences.

. S . .
Soit S, =X;+Xo+---+X, et M,=—"Iles variables aléatoires somme
n

et moyenne empirique, on a alors :

E(Sy) =nEX) | | V(Sw) =nV(X) | | o(Sy) = Vno(X)

E(M,) =EX) | | V(M,) = @ o) = T

R
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Opérations sur les variables aléatoires Répétitions identitiques et indépendantes

Variables Aléatoires

Exemple : Calculer I’espérance, la variance et I’écart-type d’une
variable aléatoire suivant une loi binomiale : X ~ 8(n, p).
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Opérations sur les variables aléatoires Répétitions identitiques et indépendantes

Variables Aléatoires

Exemple : Calculer I’espérance, la variance et I’écart-type d’une
variable aléatoire suivant une loi binomiale : X ~ 8(n, p).

On considere les variables aléatoires X, X, - - - , X,, suivant une loi de
Bernoulli de paramétre p : X; ~ B(p)
Ona E(X;) =pet V(X;) =p(1-p)

OrX=X1+Xo+---+X, =5, etdonc:

EX)=np | | V(X) =np(1-p) | | o(X) = ynp(1 -p)
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Opérations sur les variables aléatoires Répétitions identitiques et indépendantes

Variables Aléatoires

Exemple 2 :

On demande a des éléves le nombres d’exercices de Maths réalisés par
semaine et on associe d la réponse la variable aléatoire X.
On sait que ’espérance de X est 10 et son écart-type est 4.

Calculer ’espérance et I’écart-type moyens d’un échantillon de 100 éléves.
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Opérations sur les variables aléatoires Répétitions identitiques et indépendantes

Variables Aléatoires

Exemple 2 :

On demande a des éléves le nombres d’exercices de Maths réalisés par
semaine et on associe d la réponse la variable aléatoire X.
On sait que ’espérance de X est 10 et son écart-type est 4.

Calculer ’espérance et I’écart-type moyens d’un échantillon de 100 éléves.

Soit X1, X, - -+ , X100 les variables aléatoires, de méme loi de probabilité que X,

associées a la réponse de chaque éleve de 1’échantillon.

(X1, X2, -+, X100) est un échantillonnage de X.

Xl +X2 + - +X1()0
100

associée

Soit la variable aléatoire moyenne empirique Moy =
a cet échantillonnage, on a alors :
oX) 4
E(Myoo) = E(X) = 10 et 0(Mip0) = — = — =0,4
vioo 10

L'espérance est la méme mais 1’écart-type est bien meilleur ...

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 7 mai 2024 16/26



Opérations sur les variables aléatoires Répétitions identitiques et indépendantes

Variables Aléatoires

Démonstration :

Pour S,,, on applique la propriété 2 sur les X; qui suivent la méme loi de probabilité
que X et qui sont indépendantes.

ES)=EX1+Xp+---+X,) =EX))+EXp) +---+E(X,)
=EX)+EX)+---+E(X) =nE(X) O

V(S =VXi+Xo+--4+X,) =VX))+ V(X)) +---+V(Xp)
=VX)+V(X)+---+V(X) =nV(X) O

Pour M,,, on applique la propriété 1 avec I’espérance et la variance d’une
transformation affine :

V(M,) =V (%Sn) = nle(Sn) = nl_ZnV(X) = @
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Loi des grands nombres Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

Variables Aléatoires

Propriété 4 : (inégalité de Bienaymé-Tchébychev)

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de probabilité
quelconque.

Pour tout réel strictement positif ¢, on a :

V(X)
P(1X - EX)| 2 6) < 52
EX)-d E(X) EX)+d
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Loi des grands nombres Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

Variables Aléatoires

Exemple :
La pointure moyenne des hommes est 43 et son écart-type est de 2.

Que peut-on dire de la probabilité que la pointure d’un homme prise au
hasard soit inférieure ou égale a 39 ou supérieure ou égale a 47 ?
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Loi des grands nombres Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

Variables Aléatoires

Exemple :
La pointure moyenne des hommes est 43 et son écart-type est de 2.

Que peut-on dire de la probabilité que la pointure d’un homme prise au
hasard soit inférieure ou égale a 39 ou supérieure ou égale a 47 ?

Soit X la variable aléatoire associée a la pointure d’un homme.
D’aprés I’énoncé : E(X) =43 eto(X) =2

4
D’apres I'inégalité de Bienaymé-tchebychev : P(|X — 43| > 4) < yole 25%

Ainsi, on obtient une probabilité de 25% que la pointure d’un homme prise au
hasard soit inférieure ou égale a 39 ou supérieure ou égale a 47.

(et donc de 75% qu’elle soit supérieure a 39 et inférieure a 47)
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Loi des grands nombres Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

Variables Aléatoires

Démonstration :
La variable aléatoire X prend un ensemble de valeurs x;.

Soit I I’ensemble contenant les valeurs de la variable aléatoire X a une distance
supérieurouégalead de E(X) :x; €l = |x;—EX)| =6

V() = D pilsi —EX)?+ ) pil = E(X)* 2 ) pilxi — E(X))?

Xi el xi¢1 x,-EI

Or ) pilxi = E(X)? = Y pi6® =62 ) pi = 6*P(IX - E(X)| 2 6)

xiel xiel xiel

e

D’ou: P(1X - E(X)| > 6) < 52
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Loi des grands nombres Inégalité de concentration

Variables Aléatoires

Propriété S : (inégalité de concentration)

Soit M,, la variable aléatoire moyenne de n répétitions identiques et
indépendantes d’une expériene aléatoire associée a une variable
aléatoire X.

Pour tout réel strictement positif 4, on a :

V(X)
52

P(IM, —E(X)| 2 6) <
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Loi des grands nombres Inégalité de concentration

Variables Aléatoires

Exemple :

Combien faut-il faire de lancés d’un dé tétraédrique pour étre siir a 95%
que la moyenne des résultats appartienne a 12;3[ ?
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Loi des grands nombres Inégalité de concentration

Variables Aléatoires

Exemple :

Combien faut-il faire de lancés d’un dé tétraédrique pour étre siir a 95%
que la moyenne des résultats appartienne a 12;3[ ?

Soit X la variable aléatoire associée au résultat d’un dé tétraédrique.
OnaFE(X)=2,5etV(X)=1,25.
Soit M, la variable aléatoire associée a la moyenne des résultats de n lancés.

On cherche n tel que : P(|M, —2,5| < 0,5) > 95%

1,25 5

D’apres I'inégalité de concentration : P( M, —2,5| >0, 5) <—==-
nx0,52 n

OrP(|M, -2,5>0,5)=1-P(|M,-2,5<0,5)

On cherche donc ntel que : — < 5% < n > 100

S|,
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Loi des grands nombres Inégalité de concentration

Variables Aléatoires

Démonstration :

On applique I’inégalité de Bienaymé-Tchébychev a M, :

V(My)

P(IM, —E(M,)| > 6) < 5

X
OrEM,) =E(X)etV(M,) = l (voir propriété 3)
n

V(X)

D’ou: P(|M, - E(X)| > 6) <
ou: P(IM, ~ E(X)| > 6) < —
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Loi des grands nombres Loi des grands nombres

Variables Aléatoires

Propriété 6 : (loi des grands nombres)

Soit M,, la variable aléatoire moyenne de n répétitions identiques et
indépendantes d’une expériene aléatoire associée a une variable
aléatoire X.

Pour tout réel strictement positif 4, on a :

lim P(IM,—E(X)|26)=0

8 8
La moyenne empirique converge vers 1’espérance, ou encore, I’espérance
est la moyenne empirique des résultats d’une infinité de répétitions.
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Loi des grands nombres Loi des grands nombres

Variables Aléatoires

Démonstration :

On passe I’inégalité de concentration a la limite.

V(X
Pour tout réel strictement positif §,ona: 0 < P( M, — E(X)| > 6) < ( 62)
n
V(X
Or,vuqued #0,0ona: lim ) =0
n—+co n 62

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes : lim P(|M, — E(X)| > 6) =0 O
n—+oo
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