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Hérédité
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Définition 1 : (Héridité)

Soit une propriété P, dépendante d’un entier naturel .
Soit np un entier naturel.

PYV YT i >np:
P, est I Pour tout entier naturel £ > ny

a partir du rang no P = Piy

NB : Pratiquement, on suppose que Py est vraie et, avec cette
hypothese, nommée hypothese de récurrence (HR), on essaie de
démontrer que Py est vraie.
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_ n(n+1)

Exemple : Soit la propriété P, : 1+2+3+---+n

Démontrez que P, est héréditaire :

_k(k+1)

o On suppose Py vraie,doncona: 1 +2+3+---+k (HR)

o On essaie maintenant de démontrer que Py, est vraie :

_ k(k+1)

1+2+3+---+k

=2 1+2+3+-~~+k+(k+1)=k(k+1)+(k+1)

_kk+ 1) 20k+1)

S 1+2+3+---+(k+1) 5
_(k+ 1) (k+2)

S 1+2+3+---+(k+1) 5

o On conclue : on a montré que Py = Py donc la propriété est bien héréditaire.
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Axiome 1 : (Principe de récurrence)

Soit une propriété P, dépendante d’un entier naturel .
Soit np un entier naturel.

o SiP,, est vraie (initialisation)

o Etsi P, est héréditaire a partir du rang ng (hérédité)

Alors P, est vraie pour tout n > ng (conclusion)
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Exemple : Démontrez que pour tout entier naturel n :

(1+a)" = 1+na | avec a un réel positif

Soit la propriété P, : (1 +a)" > 1 +na

o Initialisation : avecn =0, (1+a)’ =1 et 1+0xa = 1donc (1+a)? > 1+0xa
Py est vraie et la propriété est initialisée.

o Hérédité : on suppose Py vraie, on a donc (1 +a)* > 1+ ka (HR)

On essaie de montrer que Py, est vraie, c’est a dire que : (1+a)*! > 1+ (k+1)a
(1+a)f>1+ka

= (1+a)f(1+a) > (1 +ka)(1 +a) carl+a>0

= (l+a)*' > 1+ka+a+ka®> > 1+ka+a car ka* > 0

= (I+a)*' >1+a(k+1)

Pj+1 est vraie et la propriété est héréditaire

o Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire, donc par le principe de
récurrence : Vn € N, (1 +a)" > 1 +na ]
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