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Limite finie ou infinie d’'une suite Limite finie d’une suite

Limites de suites

Définition 1 : (limite finie d’une suite)
Soit € un nombre réel. .
Tout intervalle ouvert contenant ¢

(un) apour limite { <=  contient tous les termes de la suite a
partir d’un certain rang N

'y
NB :
e oOnnote: Iim wuw,=7¢
n—+0o
e ondit aussi : (u,) converge vers £ . : R
0 N .

e on essaiera de prouver que :

pour tout &, il existe N tel que : pourtoutn > N, u, € | —&;{+¢|
avec € un réel positif non nul et N un entier naturel
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Limite finie ou infinie d’'une suite Limite finie d’une suite

Limites de suites

. 1
Exemple : Etudiez la limite de la suite u, = —
: n

Intuitivement : on voit que la limite est £ = 0 et que la suite est convergente.

Sur un exemple : si on choisit £ = 1075, on peut trouver N tel que

pourtoutn > N,ona0 < u, < 1076 :

1 . .
u,=- <107 o n>10° car n est un entier positif non nul
n

Donc avec N = 10° + 1, on a bien : pour toutn > N, 0 < u, < 1076

Rigoureusement : Soit € > 0, on veut montrer qu’il existe N tel que pour
toutn >Nona-e<u,<e¢:
1

1
<0< -<eg & n>— carn € N*
n E

. . . . 1 .
Donc avec N le premier entier strictement superieur a —, on a bien :
€

pourtoutn > N, - <u, < ¢
et donc la suite u,, est convergente et a pour limite £ = 0
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Limite finie ou infinie d’'une suite Limite finie d’une suite

Limites de suites

/ 1
Exemple 2 : Etudiez la limite de la suite u, = =
: n

1 1 1
—<sco nnlt>- o n>— carn>0ete>0

n? £ Ve

1
Donc sionprend N = E (—) +1,onabien:

Ve

pourtoutn > N,ona—-e<0<u,<e

Etdonc: lim u, =0

n—+oo
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Limite finie ou infinie d’'une suite Limite infinie d’'une suite

Limites de suites

Définition 2 : (limite infinie d’une suite)

Soit A un réel quelconque. _ .
Tout intervalle ]A;+oo[ contient

(u,) apour limite +co =  tous les termes de la suite a par-
tir d’un certain rang N

NB : '

e oOnnote: lim u, =+
n—+oo + o+ +

e on dit aussi : (u,) diverge vers +co

ol + * N

e on essaiera de prouver que :
pour tout A, il existe N tel que : pour toutn > N, u, > A
e (u,) apour limite —co & tout intervalle | — co; A[ contient - - -
pour tout A, il existe N tel que : pour toutn > N, u, < A
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Limite finie ou infinie d’'une suite Limite infinie d’'une suite

Limites de suites

Exemple : Etudiez la limite de la suite u, = 2n
A
U, =2n>A & n> 5

A
Donc si on prend N = E (E) + 1, 0on a bien :
pour toutn > N,onau, > A

Etdonc: lim u, = +co

n—+o0
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Limite finie ou infinie d’'une suite Divergence d’une suite

Limites de suites

Définition 3 : (divergence)

(u,) divergente = (u,) non convergente

NB :
e une suite de limite infinie est divergente
e laréciproque est fausse (voir par exemple la suite (—1)")
e donc une suite a soit :
o une limite finie ¢ (suite convergente)
o une limite infinie en +o0o ou en —oo (suite divergente)

o pas de limite (suite divergente)
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Limite finie ou infinie d’'une suite Divergence d’une suite

Limites de suites

Exemple : Donner, sans démonstration, les limites des suites :

() o (=5) o ) 03 com an [ () o)

définie pour tout n € N* et avec p € N*
p p

s, ()4 () 4] 2

limite finie avec{ =1: (1")

limite +o0 :  (n) (n?) (Vn) (")

limite —co :  (—n)

pas de limite :  ((-2)")

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 17 septembre 2023 11/35
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Limites de suites
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Opérations sur les limites

Limites de suites

Limite d’'une somme

Propriété 1 : (limite d’une somme)

Si lim u, = 4 4 £ | 400 | —00 | 400
n—+o0o

Et lim v, = 4 400 | —00 | 400 | —00 | —00
n—+oo

Alors hm (Up+vy) = | €+ | +o0 | —c0 | +00 | —o0 | F.I
n—+

NB : Une forme indéterminée (F./) ne permet pas de conclure directement.
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Opérations sur les limites Limite d’un produit

Limites de suites

Propriété 2 : (limite d’un produit)

>0 ¢<0 ]| ¢>01|¢<0

Si lim u, = 4 ou ou ou ou 0

n—+oco +o0 —oo +00 oo

—00

Et lim v, = 4 400 +00 —00 —o0 ou

n—+co +00
Alors lim (u, Xv,) = || £ X | +o0 —00 —00 +00 F.I

n—+co
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Opérations sur les limites

Limites de suites

Limite d’un quotient

Propriété 3 : (limite d’un quotient)

Si lim u, = 4 4 t+0 +00 +00 0
n—+oo
Et lim v, = ' #0 +00 0 U #0 +00 0
n—+oo
+00 +00
’ (selon | (selon
Alors lim — = — 0 regle regle F.I F.I
n—+co f’
des des
signes) | signes)
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :

a. u,=n*+n-1 pourtoutn € N
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :

a. u,=n*+n-1 pourtoutn € N

lim »n=+c

no+eo = lim (nXn)=+c0 par produit
lim n=+c n—>+00
n—+oo
lim 7% =+
nrkeo = lim (n*+n)=+c0 par somme
lim »n=+c n—+oo
n—+oo

lim (1% +n) = +c0
n—+oo
lim -1=-1

n—+oo

= lim (n*+n—1)=+4c0 par somme
n—+co
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :

b. u,=n>-n—1 pourtoutn € N
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :

b. u,=n>-n—1 pourtoutn € N

lim n? =+

nkeo = lim (n* - n)estune F.I
lim -n=-c n—+oo
n—+oo

Mais on peut la lever par factorisation : u, = n’ (1 -— - —2) pour tout n € N*
non

lim 1=1
n—+oo 1
. . 1 1
lim ——=0} = [|im ([I---=]|=1
n—+oo N n—-+00 n  n? .
. = lim u, = +oo
lim -— =0 par somme n—>+oo .
notee h par produit
lim n? = +oo
n—+00
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :

n+1

c. Uy=—-—
n2+n+1

pour tout n € N
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Opérations sur les limites Limite d’un quotient

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :
ntl toutn € N
C. Uy=———"— our tout n
" il P
lim (n+1) =400 +1
e = lim — estune F.I
lim (n +n+1)=+oo n—+00 n2+n+]
n—+o0o
1
1+ -
Mais on peut la lever par factorisation : u,, = + pour tout n € N*
1+-+—
(i)
1
lim [1+-]=1 14
n—+oo n . n _
. 11 =S s .
lim 1+—+—2 =1 14—+ — = lim u,=0
n—+eo n n n I’l2 n—+oo

par quotient

lim n=+c0

n—+co
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Limites et comparaison

Limites de suites
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Limites et comparaison Comparaison a une suite divergente vers co

Limites de suites

Théoréeme 1 : (Comparaison a une suite divergente vers co)

A
+3+¥F
+ 4.7+
Soit deux suites (u,) et (v,) ¥ I+
T I +v
+ + u,
0 N '

Vn = U, a partir d’un certain rang
lim u, = +o00 :

n—+oo
n—+oo
< u, a partir d’un certain ran .
Vp < u, a part du'ceta ang lim v, = —co
lim u, = —00 n—+oo
n—+oo
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Limites et comparaison Comparaison a une suite divergente vers co

Limites de suites

Démonstration :

lim wu, =+co = pour tout A, il existe N; tel que : pour toutn > Ny, u, > A (1)

n—+00
Soit N, le rang a partir duquel on a : pour toutn > Ny , v, > u, (2)
Soit N = Max(Ny; N;) 3)

(1) et (3) = pourtout A, pourtoutn >N >Ny ,u, > A 4)
(2)et(3) = pourtoutn =N >Ny, v, > u, (5

(4) et (5) = pourtout A, pourtoutn >N ,v, >u, >A = lim v, =400 O

n—-+oo
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Limites et comparaison Comparaison a une suite divergente vers co

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de u, = n+ cosn
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Limites et comparaison Comparaison a une suite divergente vers co

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de u, = n+ cosn

VneN: cosn>-1 = n+cosn>n—-1 = u,>v, avecv,=n-1

lim n=+4+cet lim —-1=-1donc lim v, =+

n—+oo n—+o0o n—+o0o

U, >v, VYneN i
. : = (o)
lim v, =+o0 n—1>r-ll:loo Un =+
n—+oo
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Limites et comparaison Théoreme des gendarmes

Limites de suites

Théoreme 2 : (théoréme des gendarmes)

+
+
) +
Soit trois suites (u#,) , (Vo) €t Wy | "ot o iv st s a
I S
¥
+
i
+ +u,
0
u, < v, <w, apartir d’un certain rang
lim u,="¢ lim v,=¢
n—too = 4o O
Iim w,=¢
n—+oo
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Limites et comparaison Théoreme des gendarmes

Limites de suites

Démonstration : (étapes)
Soit 7 un intervalle ouvert contenant £

lim u, = ¢ donc tous les termes de la suite sont dans [ a partir d’un rang N;

n—+oo

lim w, = ¢ donc tous les termes de la suite sont dans [ a partir d’un rang N,

n—+o0o

On sait aussi que u, < v, < w, a partir d’un certain rang que 1’on nomme N3
Soit N = Max(Ny; N»; N3)

A partir du rang N, tous les termes des suites u, et w,, sont dans I.

Et donc a partir du rang N, tous les termes de la suite v, sont dans 1.

Etdonc lim v, =7¢ a
n—+co
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Limites et comparaison Théoreme des gendarmes

Limites de suites

(-)" —sinn

5 pour tout n € N*
n

Exemple : Déterminer la limite de u, =
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Limites et comparaison Théoreme des gendarmes

Limites de suites

(-)" —sinn

5 pour tout n € N*
n

Exemple : Déterminer la limite de u, =

Pour tout n € N* :

-1<(-D)"<1 n .
-1 <sinn<1 :—ls—sinnsl;i_zg(_l) —sinn <2
2 (-)"-sinn 2 2 2
= - < < = v, ju,<w, avecv,=—-——etw, = —
n? n? n n? n?

La suite (u,) est encadrée par deux suites convergentes vers la méme limite, on
peut donc conclure en utilisant le théoréme du sandwich :

v, < u, < wy, pour tout n € N*

Iim v,=0 :

oo = Ilim u,=0
. n—+0o

lim w,=0

n—+00
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Limites et comparaison Limite d’une suite géométrique

Limites de suites

Propriété 4 : (limite de ¢")

Soit la suite géométrique (g")

n

qg>1 S lim g" = +o0
1 n _
“1<g<1 — lim g"=0
qg < -1 = (¢") n’a pas de limite
1 n _
g=1 — lim g" =1
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Limites et comparaison Limite d’une suite géométrique

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :

a. u,=-2x3" pourtoutn € N

3
b. u,= ) pour tout n € N
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Limites et comparaison Limite d’une suite géométrique

Limites de suites

Exemple : Déterminer la limite de :

a. u,=-2x3" pourtoutn € N

3>1 2 lim 3"=+400 = lim -2X3"=-c

n—+o0o n—+o0o

U, = our toutn € N
T P
ln
n=3X|-=
w=3x()
1< ! 1 = 1 1n_0 li 3 1n—O
B _§< n—l>Tw _E - = n—l>r-iI-1°° x _5 -
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Limites et comparaison Limite d’une suite géométrique

Limites de suites

Démonstration : Casg > 1

g>1 = g=(1+a) aveca>0

On a démontré par récurrence (dans le chapitre raisonnement) que pour toutn € N :
(I1+a)" = 1+na avec aun réel positif

lim n=+c . .
n—+co = lim na=+c0 = lim (1+na)=+co
a>0 n—+co n—+co

On peut utiliser le théoréme de comparaison pour conclure :

¢"=(1+a)" 2 1+na pourtoutn € N ‘ )
lim (1+na) =+ [ = lim ¢"=+e0

n—-+0o
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Limites de suites monotones

Limites de suites

Table des matiéres :

@ Limites de suites monotones
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e Suites croissantes et non majorées

MatheX Maths Tale - Licence CC BY-NC-SA 4.0 17 septembre 2023 29/35



Limites de suites monotones Majorée, minorée, bornée

Limites de suites

Définition 4 : (majorée, minorée, bornée)
Soit une suite (u,) définie sur N

Il existe un réel M tel que pour tout

u,) est majorée — .
(ttn) J entier naturel n, | u, <M

Il existe un réel m tel que pour tout

(up) est minorée entier naturel n, | u, > m

(uy,) est bornée = (u,) est minorée et majorée

NB: o M estun majorant de (uy,)
o m est un minorant de (u;,)
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Limites de suites monotones Majorée, minorée, bornée

Limites de suites

Exemple : Déterminer si les suites suivantes sont
majorées, minorées, bornées, ni minorées ni majorées :

() ) (5] (o) (o {52 o frcnn - )

¢finie pour tout n € N*

Suites majorées :

Suites minorées :

Suites bornées :

Suites ni majorées ni minorées :
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Limites de suites monotones Majorée, minorée, bornée

Limites de suites

Exemple : Déterminer si les suites suivantes sont
majorées, minorées, bornées, ni minorées ni majorées :

() ) (5] (o) (o {52 o frcnn - )

¢finie pour tout n € N*

s {33} (52) o

n n

Suites minorées : (l) (n) (—l) ((—1)") ((_1)n) (cosn) (n (cosn + 1))
- n n n

Suites bornées : (1) (—l) ((—1)") (ﬂ) (cosn)

E— n n n

Suites ni majorées ni minorées : ((—1)” . n)
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Limites de suites monotones Convergence de suites monotones

Limites de suites

Théoreme 3 : (convergence monotone)

(u,) convergente

(uy,) croissante
(u,) majorée

u,) décroissante
(tn) } (u,) convergente

(u,) minorée

o Ce théoréme ne donne pas la limite de la suite.
o La limite d’une suite majorée, si elle existe, est inférieure ou égale au majorant.
o La limite d’une suite minorée, si elle existe, est supérieure ou égale au minorant.
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Limites de suites monotones Convergence de suites monotones

Limites de suites

up =1
Exemple : Soit la suite définie par : 1
Uptl :Eun+1 VneN

a. Démontrer que la suite est majorée par 2 :

b. Démontrer que la suite est croissante :

c. Démontrer que la suite est convergente :
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Limites de suites monotones Convergence de suites monotones

Limites de suites

Exemple : Soit la suite défini : 1
p oit la suite €ﬁm€par Upy] = 5 u,+1 VneN

a. Démontrer que la suite est majorée par 2 :  on démontre par récurrence

Initialisation: up =1 <2 donc Py est vrai

Hérédité :  on suppose que u, < 2 pour un certain rang n (HR)

u, <2 = Eu" <1 = Eu" +1<2 = wu,y <2 donc P, est héréditaire
Conclusion : P, est initialisée pour O et est héréditaire donc Vn € N, u, < 2

b. Démontrer que la suite est croissante : Uy — Uy = —zu,, +1

1
Uy <2 = —u, > -2 = _Eu"+l >0 = Uy —uy, 20 = (u,) est
croissante

c. Démontrer que la suite est convergente :  la suite est majorée et croissante
donc convergente d’apres le théoreme de la convergence monotone (sa limite est
inférieure ou égale a 2)
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Limites de suites monotones Suites croissantes et non majorées

Limites de suites

Propriété S : (suites croissantes et non majorées)

(1) croisgante lim , = +o0
(u,) non majorée n—-+oo
(uy) décroigsante lim = —co
(u,) non minorée n=>+00
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Limites de suites monotones Suites croissantes et non majorées

Limites de suites

Démonstration :

Soit une suite (u,,) une suite croissante et non majorée, et soit A un réel

(u,) non majorée = il existe au moins un entier naturel N tel que uy > A

(1)
(uy,) croissante = pour toutn > N , u, > uy (2)

(1) et (2) = ilexiste Ntel que : pourtoutn > N ,u, > A
= lim u, =+o0 o

n—+0o
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