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Dérivabilité et tangente Introduction
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Dérivabilité et tangente Taux d'accroissement

Dérivation

Définition 1 : (taux d’accroissement)

Soit f une fonction, y
Cle_@f,hER*eta'i'hE.@f. fla+h)

Le taux d’accroissement de f en a
est une fonction 7, définie par :
S
f

7,(h) = Af( ) = f(a+h) —f(a) =

a a+h x
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Dérivabilité et tangente Taux d’accroissement

Dérivation
Exemple : Calculez le taux d’accroissement de  f(x) = x*
a. enx=0: T9(h)=.oeunn.....
b. enx=1: 71(h)=.........
c. enx=a: T,h)=......
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Dérivabilité et tangente Taux d'accroissement

Dérivation

Exemple : Calculez le taux d’accroissement de  f(x) = x*

a. enx=0: T9(h)=.oeunn.....

fO+hm)—f0) _f)-fO) _K-0>_#

olh) = h = h T Cw"
b. enx=1: 71(h)=.........

2 _ 2
() = f(1+h) f(l) Y+2h+h*—1 h +2h=h+2

h ok
c. enx=a: T,h)=......

f(a+h) —f(a) _ 4 +2ah+ W —a I +2ah
h T h

7u(h) = =h+2a
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Dérivabilité et tangente Dérivabilité / Nombre dérivé

Dérivation

Définition 2 : (dérivabilité / nombre dérivé)

Si le taux d’accroissement de f en a
tend vers un nombre réel [ lorsque &
tend vers O alors :

e fest dérivableena

e le réel [ est appelé
nombre dérivé de f en a

e ce nombre est noté f”(a) : 7@

fla+h) - f(a) ’
h

f'(a) = lim
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Dérivabilité et tangente Dérivabilité / Nombre dérivé

Dérivation
Exemple : Calculez le nombre dérivé de  f(x) = x*
a. enx=0: f(0)=.......
b. enx=1: f'(1)=.......
c. enx=a: fla)=.......
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Dérivabilité et tangente Dérivabilité / Nombre dérivé

Dérivation
Exemple : Calculez le nombre dérivé de  f(x) = x*
a. enx=0: f(0)=.......
o fO+R-fO)
L e L

b. enx=1: f'(1)=.......

(1) = %ﬂw - %i_r)%(h +2)=2

c. enx=a: fla)=.......

f'(@) = lim w = lim(h +2a) = 2
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Dérivabilité et tangente Tangente

Dérivation

Propriété 1 : (tangente)

Si f est dérivable en a alors sa courbe
représentative ¢y admet une tangente !

au point d’abscisse a : ,
/' (a)

e de coefficient directeur f(a)

>

e d’équation réduite : 12|

Q-

y =f(@)(x - a) +f(a) VA
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Dérivabilité et tangente Tangente

Dérivation
Exemple : Soit f(x) = x%, déterminez I’équation de la tangente a 6; :
a. aupointd’abscisse 0: y=............
b. aupointd’abscisse 1: y=...........
c. aupointd’abscissea: y=............
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Dérivabilité et tangente Tangente

Dérivation

Exemple : Soit f(x) = x%, déterminez I’équation de la tangente a 6; :

a. aupointd’abscisse 0: y=............

y=f(0)x-0)+f(0)=0xx+0=0

b. aupointd’abscisse 1: y=............

y=f(Hx-D+f1)=2x-1)+1=2x-1

c. aupointd’abscissea: y=............

y =f'(a)(x — a) + f(a) = 2a(x — a) + a* = 2ax — a*
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Dérivabilité et tangente Tangente

Dérivation

Démonstration :
Soit f une fonction et 7, la tangente a ¢ au point d’abscisse a
Le coefficient directeur de 7, est f’(a) donc :
To: y=fla)x+b (1)
Le point A (a; f(a)) € T, donc :
fla)=f(@)a+b = b=f(a)-f(a)a  (2)

(Det@2) = To: y=f(a)x-f"(a).a+fla)
=f"(a) (x —a) + f(a) a
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Fonctions dérivées

Dérivation
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Fonctions dérivées Dérivabilité sur / / Fonction dérivée

Dérivation

Définition 3 : (dérivabilité sur / / fonction dérivée)
Soit f une fonction définie sur un intervalle /.
On dit que f est dérivable sur I si f estdérivable Va € 1

La dérivée de f est une fonction notée f” qui a tout réel x de /
associe sa dérivée f’(x) :

x> fix)
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Fonctions dérivées Dérivabilité sur / / Fonction dérivée

Dérivation

Exemple :

Soit f(x) = x?, étudiez la dérivabilité de f :
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Fonctions dérivées Dérivabilité sur / / Fonction dérivée

Dérivation

Exemple :
Soit f(x) = x?, étudiez la dérivabilité de f :

VaeR:
T.(h) =2a = /llirr(l) 7,(h) =2a = fest dérivable en a

Donc f est dérivable sur R

MatheX Maths 1ére - Licence CC BY-NC-SA 4.0 15 avril 2021 15/36



Dérivation

Propriété 2 : (dérivée des fonctions usuelles)

Fonctions dérivées

Dérivée des fonctions usuelles

Nom fonction fonction dérivée dérivable sur
Constante fx) =k f'x)=0 R
Affine fx)=mx+p f/x)=m R
Carré e =" f(x) = 2x R
Puissance fl)=x* f'(x) = nx*! RVn>O0etR*Vn <0
Inverse flx) = 1 f'(x) = _lz R*
X X

. , 1 .
Racine fx) = Vx f(x) = 2_\/} R*
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Fonctions dérivées Dérivée des fonctions usuelles

Dérivation

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :

a. f(x)=3x+2

b. f(x)=x3

¢ f) =~

¥2
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Fonctions dérivées Dérivée des fonctions usuelles

Dérivation

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :

a. f(x)=3x+2

On applique la dérivée de ax = baveca=3etb =2
f définie et dérivable sur R et f'(x) = 3

b. f(x)=x3

On applique la dérivée de x" avec n = 3 :
f définie et dérivable sur R et f’(x) = 3x?

1
¢ f=5
On applique la dérivée de x" avec n = -2 :
2
Jf définie et dérivable sur R* et f/(x) = ——
X
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Fonctions dérivées Dérivée des fonctions usuelles

Dérivation

Démonstration :

o f(x)=k:
fim LEFW =S ki Chim0=0 wreR
h—0 h h—0 h h—0 h  h—>0

= f dérivable sur Ret f’(x) =0 O

o fx)=mx+p:

+h)+p—mx- h
fim MEEW AP oM —p R = m VieR
h—0 h h—0 h h—0

= f dérivable surRetf'(x) =m O
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Fonctions dérivées Dérivée des fonctions usuelles

Dérivation

Démonstration :

o fW=1:

L _ l X—(X+h)

li x+h X (x+h)x = 1i _ = 1i _

hl—I>I(1) h hl—I>I(1) h =0 hx(x + h) hl—I>I(1) x(x+ h)
1

=-— VxeR*
2
- 1
= f dérivable surRetf'(x) = —— O

¥
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Fonctions dérivées Dérivée des fonctions usuelles

Dérivation

Démonstration :
o f(x)=+x:  Df=R+
\/xT Vx+h—+x _ lim (Vx + h = VxX)(Vx + h + Vx)

lim

h—0 h—0 h(\/x+ +\/_)
2
1 Ry P -
= lim =lim ——— six+h>
h=0  p(Vx + h + vx) h=0 B(Vx + h + vx)
1
= —— VxeR"™
nE
‘s 1
= f dérivable sur R** et f'(x) = —— m]

2Vx
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Fonctions dérivées Opérations sur les fonctions dérivées

Dérivation

Propriété 3 : (opérations sur les fonctions dérivées)

Soit f et g deux fonctions dérivables sur / et k une constante € R

Produit par k K+ x s kF(x) (kf) = kf’

Somme f+g: x> f)+gx) | (f+g) =f"+g

Produit fe: x f(x)g(x) (fe) =f'g+f¢

Inverse 1 X L (l), — __,
g’ g(x) g &

Quotient ]: DX @ (J—c)/ = f—'g /4
g g(x) g g2
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Fonctions dérivées Opérations sur les fonctions dérivées

Dérivation

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :

a. fx)=ax’>+bx+c

b. f(x) =xvx
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Fonctions dérivées Opérations sur les fonctions dérivées

Dérivation

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :
a. fx)=ax’>+bx+c

f définie et dérivable sur R et f'(x) = 2ax + b

b. f(x) =xvx

f définie sur R* et dérivable sur R+x

Soit  u(x)=x et v(x)=+x
Ona u'(x)=1 et V(ix)= ﬁc

if’(x)=ﬁ+2%/)_c=\/§+§=—ﬁ
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Fonctions dérivées Opérations sur les fonctions dérivées

Dérivation

Démonstration :
o Soit h(x) =f(x)+g(x) avecf et g dérivable sur [

i L) 4o+ ) = /() — g

h(x + h) — h(x)
m —, =

I%i—>0 h }lz—>0 h
%ln‘(l) f(x+ h]/)l _f(x) + g(x+ h,/)l - g(X) :f/(x) + g/(x) Vx el o

o Soit h(x) =f(x)g(x) avecf et g dérivable sur/

i JE Mgl +h) — () ()

m h(x + h) — h(x) _

Illi—>0 h }lz—>0 h
o L B g B) x4 1) g0) 41+ ) g(0) = f () 8() _
h—0

h
g+ h) —gl) fx+h)—f(r)
h

, gx)) =f'g+fg’ Vxel O

lim {f(x +h)
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Fonctions dérivées Composition de fonctions

Dérivation

Propriété 4 : (composition de fonctions)

Soit /4 une fonction dérivables sur / et J I'image de I par &
Soit g une fonction dérivable sur J
Soit f 1a fonction composée : f(x) = g( h(x))

[ x> h(x) = g(h(x))

Si h(x) = ax + b, alors f(x) = g(ax + b) est dérivable sur / et :

f'(x) =axg'(ax+b)

NB : Dans le cas général, f(x) = g( h(x)) est dérivable sur / et :

) =g x g (o))
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Fonctions dérivées Composition de fonctions

Dérivation

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :

a. f(x)=2x+3)10

b. f(x)=V2x+6
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Fonctions dérivées Composition de fonctions

Dérivation

Exemple : Calculez la dérivée des fonctions :

a. f(x)=2x+3)10

h(x) = 2x + 3 définie et dérivable sur R : h(x)=2
g(x) = x'° définie et dérivable sur R :  g’(x) = 10x°

= f définie et dérivable sur R et f'(x) = 2 x 10 x (2x + 3)° = 20 (2x + 3)°

b. f(x)=V2x+6
h(x) = 2x + 6 définie et dérivable sur R : h(x)=2
1
g(x) = v/x définie sur R* et dérivable sur R** :  g’(x) = 7
x
= f définie sur [ -3 ;+oo [ et dérivable sur | —3;+oco [ et:

1

Fe=2x 2W2x+6 V2x+6
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Application de la dérivée

Dérivation

Table des matieéres :

© Application de la dérivée
o Introduction
e Dérivée et variations d’une fonction
o Extremum
o Dérivée et extremum

e Etude de variation d’une fonction
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Application de la dérivée Introduction
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Application de la dérivée Dérivée et variations d'une fonction

Dérivation

Propriété 5 : (dérivée et variations d’une fonction)
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.

f'(x) =0 Vx el < f estconstante sur / (1)
f'(x) >0 Vx el < f eststrictement croissante sur [ (2)

f'(x) <0 Vx el feststrictement décroissante sur I  (3)

NB :
->0............ ... strictertrent croissante . ..
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Application de la dérivée Dérivée et variations d’une fonction

Dérivation

Exemple : Etudiez la variation des fonctions :

a. f(x)=k aveckeR

b. fx)=mx+p

c. flx)=x7
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Application de la dérivée Dérivée et variations d'une fonction

Dérivation

Exemple : Etudiez la variation des fonctions :

a. f(x)=k aveckeR
f définie et dérivable sur R et f’(x) = 0 = f est constante sur R
b. f(x)=mx+p

f définie et dérivable sur R et f'(x) = m
osim=0: f estconstante sur R

osim>0: f eststrictement croissante sur R
osim<0: feststrictement décroissante sur R

c. f(x)=x*

f définie et dérivable sur R et f'(x) = 2x
of/(x) 20 Vxe[0; +oo[ = f croissante sur [0; +oo|
of'(x) £0 Vxe€] —o0;0] = f décroissante sur | —oo; 0]
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Application de la dérivée Dérivée et variations d’une fonction

Dérivation

Exemple : Etudiez la variation des fonctions :

d. f(x)=ax’+bx+c avec a # 0
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Application de la dérivée Dérivée et variations d'une fonction

Dérivation

Exemple : Etudiez la variation des fonctions :
d fx)=ax*+bx+c aveca # 0

f définie et dérivable sur R et f'(x) = 2ax + b
b

ffx)=0 & x=a=——

2a
o sia>0: o sia<0:
') 20 & x>« ffX)>20 © x<a
X —00 @ +00 X —00 a +00
J'(x) - 0 + (%) P —
+00 +00 B
f \Ig/ f TN
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Application de la dérivée Extremum

Dérivation

Définition 4 : (extremum global et local)

Soit f définie sur un intervalle I et des réels m, M et @ € |
mestun minimum defsur/ <= Vxel, f(x)>m
M estun maximum defsur/ & Vxel, f(x) <M

@ est un minimum ou un

aestun extremum defsur/ .
maximum de f sur /

3 un intervalle ouvert J C [
@ estun extremum local def —— (] que o est un extremum

sur / de f sur J
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Application de la dérivée Extremum

Dérivation

Exemple :
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Application de la dérivée Dérivée et extremum

Dérivation

Propriété 6 : (dérivée et extremum)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert /.

Soita €1
S admet un extremum local — __ f(a) =0
en a

f'(a)=0
f admet un extremum local — __ et
en a

f’ change de signe de part
et d’autre de a
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Application de la dérivée Dérivée et extremum

Dérivation

Exemple :
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Application de la dérivée Etude de variation d’une fonction

Dérivation

Méthode 1 : (étude de variation d’une fonction )

Pour étudiez la variation d’une fonction f, ainsi que ses extremum,
procédez comme suit :

@ Déterminez 1’ensemble de définition et de dérivabilité de f

@ Calculez sa dérivée et dressez le tableau de signe de f”
© Dressez le tableau de variation de f qui en découle

@ En déduire éventuellement les extremum de f
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Application de la dérivée Etude de variation d’une fonction

Dérivation

Exemple :
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